
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکرات پیش از آزمون:

 ضمن آرزوی موفقیت برای شما داوطلب گرامی، خواهشمند است به نکات زیر دقیقاً توجه فرمایید:

  است. ساعت ۴و وقت آن  سؤال ۹تعداد سؤالات این آزمون 

 شود نام و نام خانوادگی خود را حتماً بنویسید.که به شما داده می بر روی هر برگه پیش نویس 

 ای ننویسید.در زیر خط چین بالای پاسخنامه غیر از جواب سؤالات هیچ علامت یا عبارت مشخصه 

 آوری نماید.را ملاحظه و جمع هاآنی خود را در دسترس نگه دارید تا مسئول مربوط بتواند معرفی نامه و کارنامه 

 .استفاده از ماشین حساب مهندسی که قابل برنامه ریزی نباشد، مجاز است 

 به هر شکل که باشند، مجاز نیست. هاآلماناکها و های نجومی، اطلساستفاده از جدول 

 شود. لذا آن را قبل از شروع آزمون به هنگام آزمون همراه داشتن تلفن همراه )خاموش یا روشن( تخلف محسوب می

 تحویل دهید. مسئول حوزه

 .نتایج این آزمون در اواخر خرداد ماه اعلام خواهد شد 

 تهیه شده است. کامبیز خالقیی تشریحی این آزمون توسط آقای پاسخنامه 

 

 و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات 
 دوممرحله 

 ۱۳۷6ریاضی سال لمپیاد ی ادوره همیندنزاپ

-                                  6                                      ۳6۰ 

 تذکرات آزمون:

پاسخ به سؤالات آزمون به موارد زیر توجه  پژوه گرامی، خواهشمند است قبل ازضمن آرزوی موفقیت برای شما دانش

 کنید:

  است.دقیقه  ۳۶۰و وقت آن  ی تشریحیمسأله 6این آزمون شامل 

 حساب در این آزمون غیر مجاز است.استفاده از ماشین 

  نیستهمراه داشتن تلفن همراه )حتی خاموش( در طول زمان آزمون مجاز. 

 را با خود ببرند که تا پایان آزمون در جلسه حضور داشته باشند.ی سؤالات توانند دفترچهفقط داوطلبانی می 

  انجام شده است.ی اجرایی ماخ کمیتهانتشار و بازتولید این سوالات توسط 

 

 

 

 حساب در این آزمون مجاز نیست.استفاده از ماشین



 

۲     
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xطوری که داشته باشیم: دو عدد طبیعی باشند به yو  xاگر          -1 x y y2 23 x، آنگاه ثابت کنید که 4 y  یک مربع کامل

 است.
 

محیطی  هبا دایر C هدیگر تقاطع دایر هنقط Pبوده و  KNای در امتداد نقطه Mمماس باشند.  C هبر دایر KNو  KLفرض کنید  -2

MPQگیریم. ثابت کنید: می MLبر  Nرا پای عمود واصل از  Qاست.  KLMمثلث  KML2. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

nیک جدول         -3 n  وجود دارد. ثابت کنید  -1+ و یک عدد 1طوری که در هر سطر و ستون فقط یک عدد داریم به -1+ و 1، 0از اعداد

 ها عوض کرد. -1+ ها را با 1توان جای جایی سطرها با یکدیگر و ستونها با یکدیگر میجابهبا تعدادی متناهی 

 

xفرض کنید         -4 x x, ,3 2 xچهار عدد حقیقی مثبت باشند که  x4و  1 x x x1 2 3 4 1. 

 ثابت کنید:

i i
i i i i

x x
x

max ,
4 4 4

3

1 1 1

1
 

(max a b, ی یعنی بزرگترین عضو مجموعهa b,.) 

 

چنین فرض کنید کند. همقطع می D یرا در نقطه BCضلع  Aاند. ارتفاع خارج شده از رأس حاده Cو  Bهای زاویه ABCدر مثلث         -5

BEقطع کنند. ثابت کنید: اگر  Fو  Eرا به ترتیب در نقاط  ADارتفاع  Cو  B ینیمسازهای دو زاویه CFثلث ـ، آنگاه مABC 
 الساقین است. متساوی

 

دو عدد طبیعی باشند و  bو  aاگر          -6
b a b

p
a b

2
4 2

 را با ذکر دلیل، پیدا کنید. pیک عدد اول باشد، بزرگترین مقدار  
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 پاسخ نامه تشریحی

 

xمعادله هم ارز است با     -1 y x y y( ) ( )2 2  و یا 23

x y x y y y( )( ( ) ) 23 6 1 
d دهیمقرار می x y x y y( , ( ) )3 6 p. اگر 1 d, p را عدد اولی در نظر بگیرید که 1 d| چون .p x y|ه، از رابط 

pقبل داریم  y| p و از آنجا 2 y|نتیجه . درp x y y| ( )3 pو چون  6 d|پس ، p x y y| ( )3 6 p. بنابراین، 1 که  1

d غیرممکن است. پس xعلیه مشترک . در این صورت چون بزرگترین مقسوم1 y y( ) ( )3 6 xو  1 y( برابر یک است و  (

 کند.اند و این حکم را ثابت میضرب این دو عدد مربعی کامل است بنابراین هر دو مربع کاملحاصل

 

 باشد. MNبا  SPتقاطع امتداد  هنقط Rو  C هبا دایر MLتقاطع دوم خط  هنقط Sفرض کنید          -2

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 توجه کنید که 

KPL KLM LPS 
 و

SPM LPK KML 
 مماس است. پس، Mدر  KMبر  SMPمحیطی مثلث  هبنابراین، دایر

RM RS RP RN( ) . ( )2 2 

RNبنابراین،  RM ؛ یعنیR  وسطMN محیطی مثلث  هو مرکز دایرMNQ نتیجه،است. در 

MPS SMR MQR 

 یک دایره قرار دارند و بنابراین،روی  Qو  M ،R ،Pپس 

MPQ MPS RPQ KML KML KML2 
 

nکنیم. حکم به ازای ثابت می nحکم را به استقرا روی  -3  nبدیهی است. فرض کنیم حکم به ازای عددهای طبیعی کوچکتر از  2

Aجدول را با  bو ستون  aواقع در سطر  هدرای درست باشد. a b( , های دهیم. حال دنبالهنشان می (
i

و  
i

از اعداد طبیعی با  

شرط 
i
n1 و

i
n1 کنیم:را چنین تعریف می 

C 

L K 

N 
Q 

P 
S R 

M 



 

۴     
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i i i i
A A A( , ) , ( , ) , ( , )1 1 11 1 1 

وجود دارد  -1و یک عدد  1)چون در هر سطر و هر ستون فقط یک عدد 
i

ها و 
i

 هشوند( اما چون عضوهای دنبالها به طور یکتا تعریف می

i
a  فقطn توانند اختیار کنند، عددهای طبیعی مقدار متمایز را میk  وe  به طوریe k وجود دارند که

k e
 . در این صورت، از

k k e e
A A( , ) ( , )1 1 1 

شود نتیجه می
k e1  و سپس از   1

k k e e
A A( , ) ( , )1 1 1 1 1 

شود نتیجه می
e e1 توانیم ادامه دهیم و ثابت کنیم و به همین ترتیب می 1

k e1  و 1
k e1 1. 

kحال اگر  e n .حکم با استقرا درست است 

kاگر  e n  آنگاه
n

, ,...,1 و  2
n

, اند. پس کافی است سطرهای جدول را سطرها و ستونهای جدول هجایگشتی از شمار 1,...

 هجا کنیم که دنبالطوری جابه
n

 هبه دنبال 1,...,
n n
, , ,...,1 1 جا کنیم که تبدیل شود و سپس ستونهای جدول را طوری جابه  2

 هدنبال
n

  هبه دنبال 1,...,
n n
, ,...,1  تبدیل شود. 1

 

 توجه کنید که  -4

ii
x x x x x x x

x x x x x x

( ) ( )

( ) ( )

4 3 3 3 3 3 3 3
1 2 3 1 2 41

3 3 3 3 3 3
1 3 4 2 3 4

1 1
3 3
1 1
3 3

 

 هندسی –بی بنابر نامساوی میانگین حسا

x x x
x x x

x

3 3 3
3 3 31 2 3 3
1 2 3

4

1
3

 

های دیگر مجموع به همین ترتیب با اعمال این نامساوی بر جمله
ii
x

4 3
1

 شود ؟؟؟، نتیجه می

i
i i i

x
x

4 4
3

1 1

1
 

 توانیم بنویسیمنامساوی توانی میبرای اثبات قسمت دیگر، با توجه به 

ii
i

i

x
x ( )

4
4

3 31

1

1
4 4

 

i که هم ارز است با i
x x( )3 31

16
 . پس کافی است ثابت کنیم

i ii i
x x( )

4 43
1 1

. چون 16
ii
x

4

1
پس باید  0

ثابت کنیم 
ii
x

4

1
هندسی و تساوی  -و این نیز با توجه به نامساوی حسابی  4

ii
x

4

1
 روشن است. 1

 

AB الساقین نباشد، مثلاًمتساوی ABCکنیم. فرض کنید مثلث از برهان خلف استفاده می -5 ACدر این صورت . BD CD .

 خواهد بود. Cو  Dبین  Bباشد،  Dنسبت به  B هقرین Bپس اگر 

Bشود باشد زیرا در این صورت نتیجه می Dو  Fتواند بین نمی E هنقط E CE CF 
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BEو چون  B E توان نتیجه گرفت میBE CF  است که خلاف فرض است. پسE  بینA  وF خط نتیجه دو پارهاست. در

EB  وFC ای مانند یکدیگر را در نقطهX کنند. قطع میX  روی نیمسازC  است. پسX  ازAC  وDC  ًبه یک فاصله است. ضمناX 

ABروی نیمساز  D  قرار دارد. پس ازAB  وDC  نیز به یک فاصله است. ولی این ناممکن است زیرا اگر ازX  بهAC  ،عمود کنیم

است. ولی بنابر  ABتا  X هبیشتر از فاصل ACتا  X هکند. پس فاصلرا قطع می AC ،ABقبل از برخورد با  Xشده از خط عمود خارج 

 استدلال بالا این دو فاصله باید برابر باشند.
 

bعددی زوج است. اگر  bروشن است که  -6 c2 آنگاه 
c a c

p
a c

 . یعنی2
p a c

a cc

2

2

4
دهیم . قرار می

p m

c n

2 2

2 2

4
 که

m n( , ) a. حال اگر 1 c a c k( , aآنگاه خواهیم داشت  ( c km2 و a c kn2 . 

cپس  k n m( )2 و چون داشتیم  22
cm

p
n

 شود، نتیجه می2
k n m m

p
n

( )2 2

4. 

n هر دو فرد باشند آنگاه nو  mیا هر دو فردند یا فقط یکی از آنها فرد است. اگر  nو  mحال  m| 2 p|8 . پس28 p . پس4 . اگر 2

m  وn هدارای زوجیت متفاوت باشند از رابط c k n m( )2 k زوج است. پس kشود که نتیجه می 22 r2 و چون .

n m n( , )2 2 n شودنتیجه می 1 k| پس .r ns .،بنابراین p s n m n m( )( فقط به دو شکل به صورت  p2. اما 2(

 گیریم(ود )ترتیب را در نظر نمیشضرب چهار عدد صحیح نوشته میحاصل
p p p p,2 2 1 1 1 2 2 1 1 

 حال اگر

n m n m m p( )( ) 2 1 1 1 
nآنگاه چون  m m  پسn m p2  ،بنابراینm n m p,1 n و 2 m n . پس1 m p3 2 .

nتوانیم داشته باشیم نتیجه، در این حالت نمیدر m nشود زیرا در این صورت نتیجه می 2 m nو  1 m که  0

n ناممکن است. پس m p اگر .m nو  2 m pآنگاه  1 n و اگر 5 m m1 pشود نتیجه می 1 و به  3

nازای  m pشود نتیجه می 2 pکه ممکن نیست. پس  4  است. pبزرگترین مقدار  5
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